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АТТРАКТОРА ХАОТИЧЕСКОГО ВРЕМЕННОГО РЯДА 
Рассматривается метод статистического анализа хаотического временного ряда, основан-
ный на исследовании неравномерности топологической динамики фазовых траекторий при последо-
вательном увеличении размерности фазового пространства аттрактора, восстановленного из ис-
следуемого ряда. Достоверность и сходимость данного метода подтверждаются посредством чис-
ленного моделирования процессов в нелинейной динамической системе с запаздывающей обратной 
связью, а также моделирования гидродинамических процессов. При использовании данного метода 
достигается существенная экономия компьютерных ресурсов и снижение количества требуемых 
экспериментальных данных. 
Введение 
В последнее время возрос интерес к исследованию и обработке временных рядов, ото-
бражающих эволюцию нелинейных динамических систем с хаотическим поведением, и дос-
тигнут значительный прогресс в данной области [1–6]. Это вызвано тем, что хаотические вре-
менные ряды (ХВР) позволяют получить достаточно важную информацию о поведении иссле-
дуемого объекта. Интегральная неустойчивость фазовых траекторий аттрактора ХВР выража-
ется в наличии положительных показателей Ляпунова, характеризующих расходимость доста-
точно близких траекторий [2, 5]. Традиционные методы статистического анализа (преимущест-
венно спектрально-корреляционные) не позволяют получить достаточно информации об иссле-
дуемых ХВР. В частности, энергетические спектры случайного и хаотического временных ря-
дов имеют одинаковую структуру, поэтому с помощью спектрального анализа обнаружить раз-
личие между случайным и хаотическим сигналами не представляется возможным [4]. В связи с 
этим при обработке ХВР широкое применение получили методы фрактально-топологического 
анализа, которые можно рассматривать как развитие и дополнение спектрально-
корреляционных подходов. Фрактально-топологические методы основаны на анализе метриче-
ских свойств исследуемого аттрактора с учетом стохастических особенностей его траекторий и 
позволяют определить ряд характеристик (например, минимальную размерность вложения, 
спектр фрактальных размерностей), которые представляют собой важные статистические пара-
метры исследуемых ХВР [6–8].  
Основной целью настоящей работы является совершенствование метода анализа топологи-
ческой стабилизации фазовых траекторий, предложенного в работе [8], и применение данного 
метода для обработки сигналов с выхода нелинейных динамических систем с последействием, 
называемых еще системами с запаздывающим аргументом [9–10], а также для моделирования 
гидродинамических процессов. В статье разрабатывается алгоритм нелинейного статистического 
анализа ХВР, позволяющий существенно уменьшить количество требуемых компьютерных ре-
сурсов и экспериментальных данных при анализе топологической стабилизации аттрактора, а 
также повысить точность за счет уменьшения вычислительных операций, обеспечивая тем самым 
оптимизацию вычислительного процесса. Топологические характеристики, рассчитанные в ре-
зультате применения данного алгоритма, позволяют определить степень сложности исследуемого 
нелинейного процесса и дают информацию о топологической структуре аттрактора, что является 
существенным для реализации математического моделирования (включая реконструкцию ат-
трактора системы), а также для прогнозирования эволюции исследуемого процесса [2]. 
1. Локализованный анализ топологической стабилизации аттрактора исследуемого 
сигнала 
Рассмотрим эволюцию сложной системы, описываемой системой нелинейных дифферен-
циальных уравнений 
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
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 – вектор  кинетических  переменных и нелинейная векторная функция от этих 
переменных в  d-мерном фазовом пространстве Rd  соответственно, т. е. )(dF

 порождает          
d-мерный поток в dR . Значение  d определяет  количество дифференциальных уравнений в фор-
муле (1), необходимых для описания временной эволюции исследуемой системы. Как было дока-
зано  Такенсом [11],  фазовые  траектории аттрактора системы можно восстановить (с сохранени-
ем их метрических свойств) по временной последовательности отсчетов )( ti , i = 1, 2, ..., N, 
только одной кинетической  переменной. Полагаем, что )( ti  представляют собой отсчеты 
ХВР, измеренных с интервалом t на выходе системы, T=(N-1)t – общее время измерения. 
В частности, в области биомедицинских исследований, где методы фрактально-
топологического анализа применяются весьма широко [3, 6], )( ti  могут быть интерпретиро-
ваны в качестве отсчетов сигнала, получаемого при регистрации электрокардиограммы, энце-
фалограммы, электромиограммы и т. д. 
Множество точек  )(m
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z

 аттрактора Такенса может быть получено в фазовом пространст-
ве mR  по формуле [2, 6, 11] 
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где 
i
ti   )( , i = )(,...,2,1 mL , 1)(  mNL m ; причем tq  представляет собой временной 
интервал, определяющий степень прореживания исходного ХВР при построении фазовых тра-
екторий, m называется размерностью вложения аттрактора. Проблема вложенности геометри-
ческих многообразий в метрическое пространство представляет собой достаточно важную про-
блему топологии [12], которая получила свое дальнейшее развитие для многомерных случаев в 
связи с исследованиями в теории нелинейных динамических систем [1, 2, 6]. На основании ана-
лиза метрических свойств реконструированного по формуле (2) аттрактора показано, что имеет 
место следующая оценка для размерности вложения (при произвольном  ) [11, 13]:  
12  dm .                                                                   (3) 
Аналогичное соотношение справедливо для оценки m  с использованием размерности 
Хаусдорфа 
0
d  [11, 7]: 
0
2dm  . В результате дальнейших исследований топологической струк-
туры аттрактора было установлено [1, 2, 7], что значение m , соответствующее формуле (3), 
является избыточным и восстановление аттрактора системы с сохранением его топологических 
свойств может быть произведено при 12  dm . В то же время значение m  ограничено снизу 
количеством степеней свободы исследуемого потока: dm   [6].  
В данной работе фазовое пространство mR  считается евклидовым. В соответствии с 
формулой (2) фазовые траектории, формирующие аттрактор, могут быть представлены в каче-
стве совокупности q  разреженных последовательностей 
q
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21
 , сдвинутых на один 
отсчет относительно друг друга, т. е. 
),(
1
)(
)1(
}{
mq
sL
k
m
kqss
z



. Как показано в работах [8, 14], доста-
точно точные результаты моделирования топологической динамики могут быть получены при 
восстановлении mTR  по одной последовательности q , полученной посредством редуцирован-
ной последовательности отсчетов ХВР 

l
  
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Будем говорить, что аттрактор m
T
R  полностью определен, если известны все координаты 
точек  )(m
j
x

 его фазовых траекторий. Исходными данными для вычисления фрактально-
топологических характеристик аттрактора ХВР является множество )(m  значений расстояний 
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   mTR , Lji ,...,2,1,  , ji   [1, 2]. Поэтому актуальной задачей явля-
ется минимизация представления mTR  через элементы множества 
)(m , поскольку таким обра-
зом может быть решена проблема уменьшения вычислительной сложности алгоритмов тополо-
гического анализа. Минимизация полного определения mTR  с учетом (4), (5) может быть произ-
ведена посредством построения множества )m(A  [8]: 
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ет однозначность отображения )(mA )(mX . Следовательно, множество )(mA  содержит мини-
мально возможный набор компонент, необходимых для полного определения m
T
R . 
С другой стороны, при последовательном увеличении размерности фазового пространст-
ва ( mR  1mR ) происходит сдвиг значений ориентационной последовательности  )(mld  на 
единицу, т. е. )(
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l
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  , где 1,...,2,1 )1(  mLl . Иными словами, ориентационная последова-
тельность, соответствующая m
T
R , повторяется при реконструкции 1m
T
R , кроме первого члена 
)(
1
md , который исключается в 1mR  вследствие уменьшения длины последовательности  )(mld  
на единицу при mR  1mR . Следовательно, для оценки изменений топологической структуры 
фазовых траекторий при mR  1mR  достаточно исследовать динамику преобразования          
 )(m
l
r

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m
l
r . Для этого определим последовательность коэффициентов локального растя-
жения по фазовым траекториям: 
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В настоящей работе неравномерность топологических изменений в m
T
R  при mR  1mR  
предлагается оценивать с помощью ее сравнения со случаем идеальной топологической стаби-
лизации (ИТС) [8], при которой изменение расположения соседних точек фазовой траектории 
является полностью равномерным (иными словами, подчиняется линейному закону) и имеет 
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Теорема. При m   имеет место 
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причем данное условие выполняется асимптотически для ХВР. 
Доказательство производится так же, как и в работе [8].  
В качестве меры отклонения топологической динамики m
T
R  от ИТС целесообразно ис-
пользовать формулу (9). Однако при малых значениях m топологическая нестабильность дости-
гает весьма больших значений [8], поэтому в настоящей работе для оценки топологической не-
стабильности предлагается следующая нормированная величина: 
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. Формула (13) показывает, что характеристика топологической не-
равномерности, предложенная в настоящей работе, позволяет учесть любые отклонения от 
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ИТС в отличие от меры, приведенной в работе [8], которая характеризует лишь среднее от-
клонение от симметричности значений топологической последовательности по отношению к 
единичному уровню.  
Зависимость (13) может быть использована для определения минимальной размерности 
вложения 
0
m  аттрактора m
T
R . Значение 
0
m  необходимо для оценки минимального количест-
ва базисных векторов и позволяет найти степень сложности исследуемых ХВР. Определение 
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приблизительно постоянное значение (т. е. находится в -окрестности нулевого уровня, что 
подтверждается результатами численных экспериментов, полученных в работе [14]). Поэтому 
следует ожидать, что при m = 
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в предположении, что отображение )x(F  определяет топологическую кривую с помощью одно-
мерных итераций, т. е. ))(()1( mZFmZ 

 . Поэтому в дальнейшем будем называть )(mZ

 
дифференциальной неравномерностью (ДН) топологической кривой (12), причем принцип мак-
симального значения ДН является определяющим при оценке оптимального значения 
0
m . 
2. Численное моделирование динамических систем с запаздывающим аргументом  
Ряд технических и биологических систем [15–17] описывается при помощи нелинейных 
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом вида 
))(())((
21
Ttugtugu  ,                                                    (14) 
где 
1
g  и 
2
g  – некоторые в общем случае нелинейные функции, определяющие динамику эво-
люции исследуемой системы; T  – время запаздывания. Для нахождения решения (14) на-
чальное условие )()( ttu   должно быть задано на сегменте t [0, T].  
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Исследованиям дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом (ДУО), ко-
торые могут иметь запаздывание или опережение во времени, уделялось значительное внима-
ние в связи с развитием теории автоматического регулирования и управления, а также ракето-
строения [10, 18]. Так, в работе [18] показано, что посредством ДУО может быть осуществлено 
моделирование процесса сгорания топлива в ракетном двигателе. В связи с этим был достигнут 
значительный прогресс в области исследований ДУО [17, 19], причем в дальнейшем данные 
исследования проводились в области применения ДУО к моделированию нелинейных процес-
сов в технике и медицине [20]. По отношению к радиофизическим приложениям уравнение (14) 
описывает работу генераторов с запаздывающей обратной связью, которые в течение послед-
них нескольких десятилетий являются постоянным объектом теоретических и эксперименталь-
ных исследований [9, 15], причем все большее внимание при моделировании таких систем уде-
ляется анализу процессов со стохастической динамикой, в том числе в системах квантовой 
электроники. Применяя к выражению (14) аппроксимацию Эйлера u
t
uu nn


 1 , перепишем 
его в виде разностного уравнения  
),( ~1 nnnn uuHu   ,                                                            (15) 
где 
t
T
n



~
. Выражение (15) определяет итерационную последовательность, в которой для вы-
числения каждого последующего отсчета необходимо знать не только значение предыдущего, 
но и отстоящего от данного на n
~
+1 интервалов дискретизации (характерная черта «немарков-
ского» процесса, в отличие от марковской последовательности, где каждый отсчет полностью 
определяется предыдущим значением временной последовательности).  
С целью упрощения анализа при исследовании основных автоколебательных режимов 
(затухающего, периодического, стохастического) [9] полагаем в формуле (14) функцию 
1
g  ли-
нейной, тогда (14) сводится к частично нелинейному уравнению с запаздывающим аргументом 
02
))(()(   Ttugtuu ,                                               (16) 
в котором нелинейный отклик проявляется через n
~
 отсчетов,   и 
0
  – постоянные. Уравнения 
типа (16) широко используются в физике, биологии, медицине, экологии [17]. В частности, для 
моделирования колебательных процессов в эквивалентной электрической схеме, соответст-
вующей рекуррентной нейронной сети Хопфилда, применяется следующая система уравнений, 
аналогичных уравнению (16) [16]: 
iijj
j
ij
i
i
i
ITtvfT
tv
tv 

  ))((
)(
)( , 
где уровень напряжения )(tvi  определяет состояние i-го нейрона; ))(( jj Ttvf   представляет 
сигмоидальную нелинейность, выражаемую через tanh(i); Ii – ток смещения; i  и i – посто-
янные цепи; 
ij
T  – матрица, отображающая взаимодействие между нейронами.  
В настоящей работе для компьютерного моделирования автоколебательного процесса для 
ДУО (16) используется дифференциальное уравнение Маккея – Гласса (аналогично [2]) 
 cTt
Tta
dt
td
)(1
)()(





b )(t .                                              (17) 
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Начальные условия (17) ( 9,0)( t  при Tt 0 ) и значения параметров ( 10;1,0;2,0  cba ) 
принимались такими же, как в работах [1–2, 8, 14]. Для реконструкции ХВР применим к 
уравнению (17) конечно-разностную аппроксимацию дифференциального оператора и анало-
гично (15) получим 
)(i = ))1
~
(()1(  Titi  ,                                             (18) 
где  = 1 – t b, 
c
a





1
)( . Модель (17), (18) позволяет с небольшими компьютерными за-
тратами получить временные последовательности, иллюстрирующие эволюцию автоколеба-
тельной системы и увеличение ее степеней свободы при возрастании величины T : затухание 
колебаний к фиксированной точке  периодические колебания  хаотический процесс. Оче-
видно, что T  здесь играет роль управляющего параметра. Полученные численные результаты 
реконструкции ХВР хорошо согласуются с данными линеаризованного анализа устойчивости 
(17), согласно которому при T >16,8 уравнение (17) действительно обнаруживает хаотическое 
поведение, причем переход к хаосу происходит через бифуркации с последовательным удвое-
нием периода (ссылки на соответствующие источники приведены в работе [8]).  
Для локализованного топологического анализа аттрактора, восстановленного из ХВР, 
вычислялась следующая топологическая зависимость: 
msvZ

 )(m = (

 ))(
1
mZ


 ,                                                    (19)  
где (.)

  есть среднеквадратическое отклонение по сегменту )(m   , т. е. 
1
m  )(m =[m, mm  1 ], m=1,2,…, mmax m 1 , причем  = [1, mmax – 1] представляет собой 
область, на которой определена зависимость )(mZ


 )()1( mZmZ


 . При этом в преде-
лах сегмента )(m  
1
m  последовательно принимает значения 
1
m = 1,,1,  mmmm  . Оцен-
ка ДН кривой топологической нестабильности производилась в соответствии с соотношением  
)(mZ msv
)(
)1(
))(( 3
mZ
mZ
mA
msv
msv
nor




 ,                                         (20) 
где m=2, 3,…, mmax m 2 ; дополнительный нормирующий множитель norA  определяется по 
формуле 
)(mA
nor
 
1)(
)(
mZ
mS

 ,                                                         (21) 
причем показатель стабилизации )(mS  вычисляется на основании соотношения 
1)(
1)1(
)(



mZ
mZ
mS



.                                                            (22) 
Применение дополнительного посегментного сглаживания в формулах (19), (20) позво-
ляет повысить точность анализа неравномерности топологической кривой по сравнению с 
непосредственным вычислением )(mZ

. Действительно, при прямой обработке зависимости 
(12), полученной из отсчетов ХВР, любая пара отсчетов, достаточно близких друг к другу по 
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величине, может привести к резкому увеличению ДН и получению таким образом «ложного» 
максимума при определении значения 
0
m . Использование же сглаживающего метода позво-
ляет получить кривую, в которой происходит уменьшение локальных неоднородностей (та-
кие локальные неоднородности могут носить случайный характер, особенно при измерении 
ХВР на выходе реальных объектов, из-за наличия шумов). В результате получаем кривую 
(19), в которой более точно выражено «критическое» изменение топологической неравно-
мерности в точке m = 
0
m . Заметим, что подобные сглаживающие методы широко применя-
ются при обработке сигналов, причем сегменты   могут быть при этом как постоянной дли-
ны [6] (такое моделирование проведено в настоящей работе аналогично методу «скользящего 
среднего»), так и иметь возрастающую длину [3] (это позволяет произвести интегрирующие 
преобразования последовательности, учесть корреляцию на интервалах достаточно большой 
длительности и в то же время уменьшить влияние шумовой составляющей).  
В ходе вычислительных экспериментов получена асимптотическая сходимость алго-
ритма, обоснованная в предыдущем разделе, а также показано резкое уменьшение уровня 

Z

)(m  в точке m = 
0
m . Результаты численного моделирования ДН (рис. 1, 2) показывают 
достаточно высокую точность определения 
0
m . При этом зависимость 

Z

)(m  была получе-
на по формуле (13) при следующих граничных значениях: 1
2
0





 


T
i ; 2
1
 mNN

; 
[.] означает целую часть числа. В качестве исходного временного ряда  }{ i  использовалась 
последовательность отсчетов, полученная в сответствии с формулой (18). Далее производи-
лись прореживание  }{ i  с целью получения редуцированной последовательности {
l
 } (в 
соответствии с выражением (4)) и расчет последовательности }{ )(  m
j
 по формулам (7), (8), 
после чего и рассчитывалась зависимость (13). Затем производилось сглаживание разност-
ной топологической кривой в соответствии с выражением (19), что, по существу, означает 
замену разностной топологической зависимости среднеквадратическим отклонением по ее 
сегментам. Наконец, расчет ДН согласно выражениям (20)–(22) позволяет определить значе-
ние 
0
mm  , после которого зависимость (13) имеет асимптотически постоянный, близкий к 
нулю уровень.  
Нормировка (21) с использованием показателя стабилизации )(mS  позволяет устранить 
ложные максимумы при 
0
mm  , которые могут иметь место из-за высокой топологической не-
стабильности фазовых траекторий при начальных значениях m , в то время как при m 
0
m  
данная нормировка практически не изменяет значений неравномерности из-за того, что при 
этом 1)( mS  и 

Z

<<1. Определение 
0
m  на основе расчета ДН (20) является более пред-
почтительным, чем при анализе  -сходимости кривых (12), (13), поскольку значения   явля-
ются различными при изменении T .  
На рис. 1 представлены результаты численного моделирования ДН (20) для наиболее ти-
пичных случаев (исследованных в работе [2] c помощью алгоритма Грассбергера – Прокаччиа). 
Как следует из изображенных на рис. 1 зависимостей, значения 
0
m  равны при этом соответст-
венно 4, 4, 6 и 17. Данные результаты определения 
0
m  полностью совпадают с полученными в 
работе [2], что подтверждает достоверность предложенного алгоритма. В то же время данные 
значения были получены в настоящей работе при N=1500, что в среднем на порядок меньше, 
чем в работе [2]. Дополнительное уменьшение вычислительных операций при определении 
0
m  
достигается по сравнению с алгоритмом Грассбергера – Прокаччиа за счет того, что при ло-
кально-топологическом исследовании достаточно построения лишь одной топологической за-
висимости с последующим анализом ее ДН, в то время как при определении корреляционных 
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размерностей необходимо при каждом значении m строить log-log зависимость, отображаю-
щую фрактальные свойства распределения точек m
T
R  по ячейкам достаточно малого размера. 
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Рис. 1. Зависимость дифференциальной неравномерности )(mZ msv

 , 
рассчитанная при 1t  c целью подтверждения достоверности алгоритма: 
а)  =6, T =17 (сплошная линия) и  =9, T =30 (пунктирная); 
б)  =6, T =30 (сплошная линия) и  =6, T =100 (пунктирная) 
На рис. 2 изображены кривые ДН, отображающие изменение характера топологической 
стабилизации в зависимости от прореживания, произведенного согласно формуле (4). Из рис. 1, 
2 следует, что на достаточно большом интервале изменения  значение 
0
m  монотонно умень-
шается с ростом . Это хорошо согласуется с результатами, полученными в работе [1], где по-
казано, что увеличение интервала прореживания (в соответствии с выражениями (2), (4)) вре-
менного ряда, полученного при интегрировании уравнения (17), действительно приводит к 
уменьшению размерности вложения аттрактора, восстановленного из ХВР согласно (2), в част-
ности, при T =30 и 4<τ<10. 
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Рис. 2. Влияние прореживания фазовых траекторий (т. е. параметра  ) на величину 
минимальной размерности вложения показано посредством расчета зависимости )(mZ msv

 при T =30: 
а)  =8 (сплошная линия) и  =7 (пунктирная); б)  =5 (сплошная линия) и  =4 (пунктирная) 
3. Численное моделирование алгоритма для гидродинамических процессов 
Моделирование гидродинамических процессов проводилось посредством решения диф-
ференциального уравнения Навье – Стокса конечноэлементными методами в пакете STAR-CD 
[21]. Исходные данные временной эволюции давления были получены в результате вычисли-
тельного эксперимента моделирования газового потока, проходящего через цилиндрическую 
замкнутую область, в которой размещалась вращающаяся турбина с одной лопастью. Скорость 
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вращения турбины составляла 300 об/мин, плотность рабочего вещества 1,205 кг/м3, вязкость 
1,8110-5. Данные рассчитывались в двух контрольных точках: на боковой поверхности лопасти 
(точка 1) и в рабочей области камеры на некотором удалении от лопасти (точка 2). Полученные 
временные ряды показаны на рис. 3, а, б соответственно, они отражают динамику квазиперио-
дического процесса. Численное моделирование топологической стабилизации для аттракторов, 
соответствующих полученным временным рядам, производилось по формулам (13), (19). Из 
результатов, представленных на рис. 4, следует, что вычислительный процесс обнаруживает 
монотонную сходимость в точках 1 и 2, причем для аттракторов в точке 1 m0  3,  в то время как 
для точки 2 m0  4. 
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Рис. 3. Отсчеты временного ряда, полученные в результате моделирования измерения давления P (Pa) 
в двух различных точках рабочей области  
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Рис. 4. Топологическая зависимость 
msvZ

 )(m : а) для точки 1; б) для точки 2 рабочей области 
Данные значения показывают увеличение сложности процесса по мере удаления от по-
верхности лопастей. Это вызвано тем, что по мере удаления от поверхности равномерно вра-
щающейся лопасти в рабочей области уменьшается воздействие периодического движения и 
возрастает интенсивность вихревых и турбулентных потоков.  
Заключение 
В работе представлена модификация локально-топологического анализа аттрактора ХВР, 
позволяющая повысить точность и достоверность определения минимальной размерности вло-
жения. Предложенный метод позволяет осуществить моделирование динамики топологической 
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структуры аттрактора, восстановленного из ХВР, при последовательном увеличении размерно-
сти вложения и получить статистическую оценку неравномерности изменения метрических 
свойств аттрактора. На основании предложенного метода разработан вычислительный алго-
ритм, позволяющий с помощью анализа ДН полученной топологической кривой определить 
значение 
0
m  по максимальному значению ДН. Благодаря локализации вычислительного про-
цесса данный алгоритм обеспечивает значительное уменьшение количества эксперименталь-
ных данных и компьютерных ресурсов по сравнению с известными [1, 2, 6]. Результаты ком-
пьютерного моделирования подтвердили асимптотическую сходимость и достаточно высокую 
точность алгоритма. Предложенный алгоритм может быть использован для обработки различ-
ных временных последовательностей, содержащих ХВР, в различных биомедицинских и тех-
нических приложениях. В частности, в гидродинамике данный подход может быть использован 
для оценки степеней свободы исследуемого процесса 
0
m  и для определения перехода к турбу-
лентности, поскольку такой переход сопровождается резким увеличением 
0
m , как это показано 
в результате многочисленных теоретических и экспериментальных исследований [22]. 
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V.F. Dailyudenko 
MODELING OF TOPOLOGICAL DYNAMICS 
OF CHAOTIC TIME SERIES ATTRACTOR 
A method of statistical analysis of chaotic time series is presented. The method is based on the 
investigation of nonuniformity of topological dynamics of phase trajectories with successive enlarging 
the dimensionality of phase space of the attractor reconstructed from the time series under investiga-
tion. Reliability and convergence of the method is shown by means of numerical modeling processes 
in a nonlinear dynamical system with delayed feedback, as well as by modeling hydrodynamic pro-
cesses. The algorithm allows to achieve an essential reduction of computation resources and required 
experimental data. 
